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Résumé :
Ce papier traite le sujet du verre feuilleté en tant que plaque stratifiée à fort contraste. Le comportement de ce
laminé est obtenu grâce à la loi de comportement 3D des matériaux le constituant, à une formulation par dé-
veloppements asymptotiques, et à un contraste de rigidité adéquat. Les différents comportements possibles sont
explicités en fonction des paramètres mécaniques et géométriques des plaques, ainsi que du chargement. La mé-
thode appliquée fournit une représentation bi-torseurielle, synthétique, facilitant la compréhension du couplage
entre les mécanismes de flexion et de cisaillement des couches. Le modèle généralisé obtenu est validé expérimen-
talement par des essais de flexion 3 points.
Mots clefs : Plaques stratifiées, Verre feuilleté, Méthode asymptotique, Vis-
coélasticité, Modèle de plaque Tri-Laplacien
1 Introduction
Cet article traite du comportement du verre feuilleté, considéré comme une plaque sandwich fortement contrastée
(SFC). Une plaque de verre feuilleté est composée de deux couches de verre et d’une fine couche centrale de
polymère viscoélastique, souvent en Polyvinyle de Butyral (PVB) (voir Figure 1). Une couche centrale très rigide
réalise une liaison (quasi-)parfaite entre les couches de verre et la réponse en flexion du stratifié est celle d’une
plaque monolithique, régie par un mécanisme de flexion global. A l’inverse, avec une couche de polymère très
déformable, les deux plaques de verre glissent (quasi-)parfaitement l’une sur l’autre et sont régies par leur propre
mécanisme de flexion. Pour une rigidité intermédiaire comme celle du PVB, le cisaillement de la couche centrale
doit être pris en compte pour décrire la transition entre les comportements monolithique et multi-couche.
Ainsi, une modélisation correcte doit tenir compte (au moins) des mécanismes de flexion monolithique et multi-
couche, et des effets de cisaillement. Pour décrire ces comportements, on utilise une méthode asymptotique basée
sur le paramètre de changement d’échelle ε entre l’épaisseur de plaque h et la taille caractéristique de l’évolution
du phénomène dans le plan de la plaque L, à savoir ε = h/L 1.
La méthode d’homogénéisation multi-échelle a souvent été utilisée afin de décrire le comportement des plaques
périodiques, ondulées et stratifiées [1], [2], [3], [4], [5]. Nous l’appliquons ici aux plaques SFC (en posant que
G = O(ε2E)). Les développements sont effectués dans le cadre des petites déformations, et du comportement
élastique et/ou viscoélastique. La méthode conduit à un modèle de plaque généralisé, facilitant la compréhension
du couplage entre les deux mécanismes de flexion et le cisaillement.
Expérimentalement, on sollicite une plaque de verre feuilleté en flexion 3 point. Cet essai permet de faire varier
le module viscoélastique G dans le temps et ainsi d’observer le comportement généralisé du stratifié. L’évolution
de la déformée dans le temps permet de conclure sur le comportement observé à court, moyen et long terme.
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Figure 1 – Plaque de verre feuilleté composée de deux couches de verre externes (module d’YoungE = 70GPa,
épaisseur h=19mm), parfaitement connectées à une couche centrale de PVB (module viscoélastique de cisaille-
ment G(ω) ∈ [104; 108] Pa pour ω ∈ [10−4; 108] rad.s−1, épaisseur c=0.8mm)
2 Résultats théoriques
2.1 Modèle de plaque généralisé
Considérons une plaque de verre feuilleté. Le module viscoélastique de cisaillement G de la couche de PVB suit
le principe d’équivalence fréquence-température. Ainsi, G dépend d’une seule variable réduite ωτθ où τθ est un
temps caractéristique défini par τθ = τθ0a(θ). Ici, τθ0 est le temps caractéristique à la température θ = θ0 et
a(θ) est le facteur de translation défini par la loi de William-Landel et Ferry (a(θ0) = 1). Les valeurs extrêmes
de |G| pour le PVB sont de 108Pa à θ = 0oC et ω > 1kHz, tandis qu’elle atteint 104Pa pour θ > 50oC et un
chargement permanent, soit ω < 10−4Hz.
Ce principe d’équivalence signifie que la réponse mécanique à une sollicitation à ω à la température θ sera iden-
tique à la réponse mécanique à une sollicitation à ω′ = ω τθτθ′ = ω
a(θ)
a(θ′) à la température θ
′.
En régime harmonique à la fréquence f = ω2pi , les champs sont de la forme Qe
iωt. Par linéarité, le terme eiωt se
simplifie dans les calculs. Les variables s’exprimant dans le domaine complexe, elles dépendent de la fréquence.
Notations : On noteW la déflexion,α la rotation d’ensemble engendrée par le déplacement différentiel des plaques
de verre, I = h
3
12 l’inertie d’une plaque de verre, I = (2h+c)
3
12 celle du stratifié entier, ρ et ρc les masses volumiques
du verre et du PVB, et I
P
la matrice identité dans le plan de la plaque.
La méthode d’homogénéisation permet d’obtenir une description du comportement hors-plan. Elle introduit les
tenseurs des actions bi-dimensionnels agissant sur la plaque de verre feuilleté, i.e. :
- l’effort de cisaillement interne dans la couche souple de PVB, moyenné sur toute l’épaisseur de la plaque T ,
- le tenseur symétrique du moment interneM associé au vecteur rotation∇xW ,
- le tenseur symétrique du moment globalM associé au vecteur rotation α,
- l’effort tranchant global T .
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Les lois de comportement de T ,M etM s’écrivent :
T = K (∇xW − α) avec K = G(ω)(h+ c)2/c
M = 2E′I
(
(1− ν)e
x
(∇xW ) + ν∆xW IP
)
M = E′(I − 2I)
(
(1− ν)e
x
(α) + νdivx(α)IP
) (1)
Les équations régissant le comportement de la plaque de verre feuilleté en régime harmonique de fréquence ω,
sous un chargement F sont :
divx(T ) = −ω2ρmW + F avec ρm = ρ+ (c/2h)ρc
T = −divx(M) + T
T = −divx(M)
(2)
L’équation (2)-b montre que l’effort tranchant global T est la somme de (i) l’effort de cisaillement T dans la
couche souple de PVB et (ii) l’effort de cisaillement−divx(M) induit par la flexion locale des couches rigides de
verre feuilleté (chacun moyennés sur l’épaisseur entière de la plaque). L’équation (2)-c signifie que T est équilibré
par les efforts normaux différentiels dans le plan, exprimés −divx(M).
Avec cet ensemble d’équations, on montre que la déflexion de la plaque non chargée suit en régime harmonique
une équation tri-Laplacienne :
2E′I (E′(I − 2I)) ∆(3)x W − E′IK∆(2)x W − E′(I − 2I)ω2ρm∆xW +Kω2ρmW = 0 (3)
Le modèle généralisé (1-2) dégénère en différents modèles bi-Laplaciens en fonction des paramètres mécaniques,
géométriques et du chargement.
2.2 Comportements du verre feuilleté
Le comportement de la plaque pouvant être décrit par différents modèles, il est intéressant de définir un critère
permettant de fournir le plus pertinent pour le décrire. On effectue une analyse dimensionnelle en considérant le
cas d’une flexion cylindrique. En notant W ∗ la déflexion adimensionnalisée (O(1) par construction), l’équation
tri-Laplacienne (3) devient (les nombres entre parenthèses sont les ordres de dérivation) :
CΥW ∗(6) − (Υ + 1)W ∗(4) − CΨW ∗(2) + Ψ
C
W ∗ = O(ε) (4)
avec C =
E′(I − 2I)
KL2
=
E′
G
hc
2L2
= εp ; Υ =
2I
I − 2I =
1
3
(
h
h+ c
)2 = εq ; Ψ =
ω2ρm
KL2
Par conséquent, selon la valeur de ces nombres sans dimension en puissance de ε, l’équation (4) dégénère en
différentes formes simplifiées (Equations (5), Figure 2) :

2E′I∆(2)x W − ω2ρmW = 0 (MLK)
2E′I∆(2)x W − II−2IK∆xW − ω2ρmW = 0 (SB)
−E′I∆(2)x W + ω2ρm(−E
′(I−2I)
K ∆xW +W ) = 0 (RM)
−E′I∆(2)x W + ω2ρmW = 0 (MK)
(5)
où MK représente une plaque monolithique de Kirchhoff, MLK une plaque multi-couches de Kirchhoff, RM une
plaque de Reissner-Mindlin, SB une plaque de flexion/cisaillement, et G une plaque généralisée.
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Figure 2 – Domaine de validité des comportements du verre feuilleté en fonction des valeurs de p et q. Diffé-
rents comportements en fonction de la taille caractéristique L et de |G(ω)|. Les croix et les points représentent
respectivement L = 0.25m et L = 2m.
3 Essais de flexion 3 points
L’objectif de ces essais est de valider le modèle généralisé et de mettre en évidence certains modèles dégénérés.
L’essai de flexion 3 points consiste à appliquer une charge ponctuelle (ici constante F) à mi-travée d’une poutre
bi-appuyée (Figure 3). On acquiert la valeur de la flèche à mi-travée (Figure 4) grâce à un capteur sans contact
et les déformations dans la section à mi-travée (Figure 5) grâce à des jauges de déformations placées en fibre
supérieure, centrale et inférieure de chacune des poutres de verre.
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Figure 3 – Essai de flexion 3 points sur une poutre de
verre feuilleté
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Figure 4 – Flèches à mi-travée (en mm) à T=10°C
et T=20°C, pour un essai de flexion 3 points (charge
constante)
Les courbes obtenues pour les déformations de la section (essai à T=10°C) montrent le passage du comportement
monolithique (MK) au comportement bi-couche (MLK) dans le temps. En effet, on observe aux temps très courts
(t < t1 et G ≈ 108Pa (cf Figure 2)) un comportement élastique avec les jauges 1 et 2 en compression, et les
jauges 5 et 6 en extension. Ensuite, le module de cisaillement G diminuant dans le temps, les effets de fluage
apparaissent dans la couche de polymère. On note que les jauges 3 et 4 passent respectivement en extension et
en compression, et que les valeurs des jauges 2 et 5 diminuent, jusqu’à devenir quasi-nulles. On obtient donc aux
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temps longs (t > t2 etG ≈ 104Pa (cf Figure 2)) un comportement bi-poutre, avec chaque poutre en compression
en fibre supérieure et en extension en fibre inférieure.
Figure 5 – Déformation à mi-travée (µdef) en fonction du temps, pour un essai de flexion 3 points à charge
constante, à T=10°C
4 Conclusion
L’approche asymptotique fournit un cadre théorique pour analyser le comportement du verre feuilleté en tant
que plaque sandwich fortement contrastée. Le procédé permet une formulation synthétique (2)-(1) qui prend en
compte des mécanismes globaux et locaux de flexion et de cisaillement. La formulation théorique améliore l’ana-
lyse existante en définissant explicitement le domaine de validité du modèle tri-Laplacien généralisé et de ses
formes bi-Laplaciennes dégénérées (comme les plaques de cisaillement/flexion). Chaque domaine est défini par
des paramètres sans dimension, facilement déterminables à partir des propriétés mécaniques et géométriques de
la plaque, ainsi que du chargement. Les essais de flexion 3 points permettent de valider le modèle généralisé, et
montrent sa nécessité dans la description du comportement de la plaque pour une plage de valeurs du module de
cisaillement.
L’approche proposée peut être utilisée pour le calcul du comportement réel de panneaux industriels stratifiés,
mais également pour dimensionner des plaques ayant un comportement spécifique. Par exemple, la couche vis-
coélastique peut être conçue de manière à augmenter l’absorption acoustique du verre feuilleté dans une plage de
fréquences donnée. On peut également utiliser les effets thermiques pour créer des plaques à propriétés graduées,
associées à un champ imposé de température non-uniforme.
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